1 Podstawy matematyczne

1.1 Liczby zespolone

Zdefiniujmy liczby zespolone i dziatania, jakie mozna na nich wykonywac.
Na poczatek wprowadzmy jednostke urojona: ,i”, czyli taka liczbe, dla ktérej
i2 = —1. Teraz mozemy powiedzieé, ze liczbg zespolong mozemy nazwaé

dowolng liczbe z taka, ze

z = a + bi,

gdzie a i b sg liczbami rzeczywistymi. Sama liczbe a nazywamy czescig rze-
czywistg z 1 oznaczamy ja przez Re z, a b nazywamy czescig urojong liczby z
i oznaczamy przez Im z. Zbiér liczb zespolonych oznacza sie przez C. Ozna-
czamy, ze z nalezy do zbioru C — albo inaczej: ze jest liczba zespolong —
piszac z € C.

Lizba zespolona

z = a + bi,

Liczby zespolone przedstawia sie na tzw. ptaszczyznie zespolonej, na kté-
rej na osi poziomej odkltada sie warto$é czesci rzeczywistej, a na osi pionowej
— warto$¢ czesci urojonej.

1.1.1 Modutl i argument liczby zespolonej

W przypadku liczby zespolonej mozemy méwié o dwdch jej wlasnosciach:
module i argumencie. Modul liczby zespolonej zadany jest — jak w twierdze-
niu Pitagorasa — jako

|z| = |a + bi| = Va? + b2.

Nalezy zauwazy¢, ze modut liczby zespolonej jest rzeczywisty i zawsze wiek-
szy lub réwny zero. Modul rozumiemy jako odlegto$é liczby z od liczby
0=0+0i.

Argumentem liczby zespolonej z = a + bi # 0 + 01 nazywamy liczbe
rzeczywista ¢ z przedzialu [0, 27) spelniajaca uklad réwnan

cos ¢ = 2 oraz sin¢ = i
|| ||
Inaczej mozna powiedzie¢, ze argument liczby z to wyrazona w radianach
warto$¢ kata skierowanego ¢ pomiedzy osig rzeczywista a pdiprosta popro-
wadzona od $rodka uktadu wspélrzednych i przechodzaca przez punkt be-
dacy graficzng reprezentacja liczby z. Ilustracjg do powyzszych definicji jest
Rysunek



1.1.2 W2z6r Eulera

Dla liczby rzeczywistej ¢ mozemy zapisaé nastepujaca relacje, nazywang
wzorem Eulerall}
e'® = cos ¢ + isin ¢.

Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ € R modut liczby [el?| = 1.

1.1.3 Postac¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Liczbe zespolong z = a + bi # 0 + 0i mozna zapisaé w postaci trygono-
metrycznej
z = |z|(cos ¢ +isin ¢),
gdzie ¢ jest argumentem liczby zespolonej. Jesli skorzystamy ze wzoru Eu-
lera, mozemy zapisa¢ liczbe z jako

z = |z]e?.

Warto dodaé¢, ze w fizyce modut liczby nazywany jest czesto amplitudg,
a argument — fazg.
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Rysunek 1: Plaszczyzna zespolona. Liczba zespolona z = 3 + 4i znajduje si¢
na koncu strzatki. Modut liczby z, oznaczony jako |z|, to dlugos¢ strzalki.
Wynosi on v/32 + 42 = 5. Natomiast argument jest oznaczony jako ¢ i wy-
nosi arc cos% ~ 0,92 rad.

1.1.4 Sprzezenie liczby zespolonej
Sprzezeniem liczby zespolonej z = a + bi jest liczba
*

z5 = a— bi.

Sprzezenie geometrycznie moze by¢ rozumiane jako odbicie symetryczne licz-
by wokot osi rzeczywistej.

'Leonhard Euler szwajcarski matematyk i fizyk (1707 — 1783).
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(b) Mnozenie liczb zespolonych z; =

3+ %i oraz zo = 141i. Aby uzyskac ich
(a) Dodawanie liczb zespolonych z; = iloczyn, musimy pomnozy¢ amplitudy
2+ li oraz zp = 1 + 2i. i doda¢ fazy.

Rysunek 2: Graficzna reprezentacja dodawania i mnozenia liczb zespolonych

1.1.5 Operacje arytmetyczne na liczbach zespolonych

Dodawanie i odejmowanie liczb zespolonych przeprowadza sie w sposob
naturalny, tzn. jesli dodajemy dwie liczby zespolone z; = a; + b1i oraz 29 =
ag + bai, to ich suma wynosi z1 + 2o = (a1 + az) + (b1 + b2)i, a ich r6znica
21—z = (a1 —ag) + (b1 — b2)i. Geometryczna interpretacja dodawania liczb
zespolonych jest podana na Rysunku [2a]

Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych jest nieco mniej intuicyjne. Je-
sli dane sg 21 i zo takie jak powyzej, ich iloczyn wynosi

2122 :(a1 —+ bli)(ag + bzi) =
=ajag + a1boi + byragi — biby = (ajag — b1ba) + (ajaz + b1bo)i,
a ich iloraz wynosi

21 ar+bii (a1 +bid) - (a2 — boi) <a1a2 + 5152) <b1a2 - a1b2> .
zo  ag+bai  (ag + bai) - (ag — bai) a3 + b3 a3 + b3

Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych tatwiej objasni¢ z wykorzystaniem
postaci trygonometrycznej. Jezeli z; = |21|e!?1, a 2z = |22e!?2, to

29 |22]

Geometryczna interpretacja mnozenia liczb zespolonych jest podana na Ry-
sunku 2l

Korzystajac z powyzszych faktéw, policzmy wartosé z*z dla liczby ze-
spolonej z = a + bi:

2*z = (a+bi)*(a + bi) = (a — bi)(a + bi) = a® — b?i2 = a® + b = |22,



Wyrazenie to bedzie nam pdzniej potrzebne.

2 Wektory

Niech dany bedzie pewien zbiér, ktorego elementy mozemy do siebie do-
dawaé i mnozy¢ je przez liczby rzeczywiste lub zespolone. Dodatkowo zat6z-
my, ze operacje te zachowuja sie zgodnie z regutami wymienionymi ponizej.
Taki zbidér nazywamy przestrzeniq wektorowg, a elementy tego zbioru — wek-
torami. Bedziemy je tutaj oznaczaé przez |v), zamiast, jak to czesto bywa
w zwyczaju, przez . Oznaczenie |v) czytamy jako ,ket v”. Stosuje sie je
w mechanice kwantowej, a pochodzi ono z tzw. notacji DiracaEL ktora po-
stugujemy sie w tej ksiazce.

Dla nas wektory sa kolekcja liczb. Gdy te liczby sa rzeczywiste, mo-
wimy o rzeczywistej przestrzeni wektorowej; gdy zespolone — o zespolonej
przestrzeni wektorowej.

Gdy moéwi sie o wektorach, wiele oséb odruchowo wyobraza je sobie jako
strzaltki na plaszczyznie. My jednak postugujemy sie abstrakcyjnymi wek-
torami w przestrzeniach, ktére majg wiele wymiaréw. Zatem dla nas to
wyobrazenie nie bedzie przydatne. Jednakze trzeba zaznaczy¢, ze wszyst-
kie wlasnosci wektoréw wprowadzane w tym rozdziale odnosza sie réwniez
do zwyklych wektoréw na plaszczyznie.

Wymagamy, aby wektory posiadaly wlasnosci wymienione ponizej. Na
poczatek zaznaczmy, iz sposrod wektoréw wyrdzniamy jeden wektor 0, ktory
nazywamy wektorem zerowym. Niech |u), |v),|z) oznaczaja wektory, a a, 3
oznaczaja liczby (skalary). Korzystajac z tych zalozen, prezentujemy liste
wymaganych wlasnosci wektoréw:

e Przemienno$é dodawania: |u) + |v) = |v) + |u);

Laczno$é dodawania wektoréw: (|u) + |v)) + |2) = |u) + (Jv) + |2));

Dla kazdego wektora |u) zachodzi 0 4 |u) = |u) + 0 = |u);

Dla kazdego wektora |u) istnieje wektor przeciwny -|u) taki, ze

) + (= |u)) = 0;

e Laczno$é mnozenia przez skalar: a5 |u)) = (af) |u) ;

Rozdzielno$é dodawania skalarow wzgledem mnozenia przez wektor:

(a+0)|u) = afu) + B lu);

20d nazwiska angielskiego fizyka Paula Diraca (1902 — 1984).




e Rozdzielno$¢ dodawania wektoréw wzgledem mnozenia przez skalar:
a(lu) +[v) = alu) + alv);

e 1 razy wektor daje ten sam wektor: 1 |u) = |u) .

2.1 Wektory kolumnowe

Zapiszmy pionowa jednokolumnowa tablice n liczb:

I
Z2

Tn

Dziatanie mnozenia takiej tablicy przez skalar mozemy wprowadzi¢ a@ w na-
stepujacy sposéb:

I QAT

xI9 QAT
« = .

In QaTn

Mozemy tez wprowadzi¢ dodawanie takich tablic:

1 Y1 1+

T3 Y2 To + Y2
+1.]= .

Iy Yn Tn + Yn

Zauwazmy zatem, ze w ten sposéb mozemy wprowadzi¢ konkretng reprezen-
tacje wektoréw. Jezeli liczby: o, x1, %o, ..., Ty OTazZ y1,Y2, - - ., Yn S8 rZECZY-
wiste — to zbior takich wektoréw kolumnowych oznaczamy przez R™. Jezeli
liczby te sa zespolone, to oznaczamy taki zbior jako C”.

2.2 Wektory wierszowe
Podobnie do wektoréw kolumnowych mozemy zapisaé¢ wektory wierszo-
we, np. taki jak ponizej:

r1 T2 - xn}

Mozemy tatwo zauwazy¢, ze takie wektory mozna dodawaé ze soba i mno-
zy¢ przez skalar. Wektory takie oznaczamy symbolem (u|, ktéry czytamy
,bra u”.



2.2.1 Transpozycja

Mozemy teraz wprowadzi¢ operacje transpozycji wektoréw. Oznaczamy
ja przez OT. Zamienia ona wektory wierszowe na kolumnowe i kolumnowe
na wierszowe, tzn.:

T

1

T2
=|T1 r2 - xn}

Ln

oraz

I
T T2
ry T2 - SUn} =1.
Tn

2.2.2 Sprzezenie hermitowskie

Dla wektoréw wierszowych i kolumnowych zespolonych mozemy wpro-
wadzié¢ specyficzna operacje sprzezenia hermitowskiego, oznaczang znakiem
sztyletu O, taka ze

T f
X2
} 2[371* xo* e @yt
Tn
oraz
xl*
T T2
R, L I
™

Dla naszych potrzeb w mechanice kwantowej utozsamiamy sprzezenie
hermitowskie ,keta” z odpowiednim wektorem ,bra” oraz sprzezenie hermi-
towskie ,bra” z ,ketem”:

lu)" = (u| oraz (u|’ = |u) .

2.2.3 Iloczyn skalarny

Tloczynem skalarnym wektoréw nazywamy funkcje, ktéra dla dwdch wek-
toréw, |u) i |v), zwraca liczbe rzeczywista lub zespolona, ktéra spelnia po-
nizsze witasnosci:

o (ulv) = (v[u)",



o (a(ul)[v) = aulv), ((ul + (v])[2) = (u]z) + (v]2),
o (ufu) >0,
e (u|u) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy |u) = 0.

PrzeprowadZzmy teraz na wektorach nastepujaca operacje: niech beda
dane dwa wektory |u), |[v) € C™, takie ze

Mo I
€2 Y2
wy= ||, =17
Tn Yn

woOwczas
(ulv) = xiy1 + 25y2 + ... + 23y,

nazywamy iloczynem skalarnym wektoréw |u) oraz |v)ﬂ Skalarnie mozna
mnozy¢ tylko wektory o tej samej liczbie elementéw. Wynikiem iloczynu
skalarnego jest liczba.

2.3 Kombinacja liniowa wektorow

Gdy mamy dane dwie liczby, « i 3, oraz dwa wektory, |u) i |v), mozemy
uzyskac taki wektor
|2) = afu) + Bv),

ktéry nazywamy kombinacjg liniowg wektoréw |u) i |v) o wspdlezynnikach
a i f. A ogdblniej: wektor

|2) = aq |ur) + ag lug) + ... + ap |ug)
nazywamy kombinacja liniowa wektoréw |ui) , |uz),...,|u,) o wspélczynni-
kach a1, a9,. .., ay.
2.4 Liniowa zalezno$¢ wektoréow

Majac dany zbiér wektoréw {|ui),|us),...,|u,)}, méwimy, ze jest on
liniowo zalezny, jezeli istnieje jeden taki wektor |u;) oraz niezerowe wspol-
czynniki aq, ag, . . ., an,, takie ze:

a;lug) = g |ur) + ag lug) + . oo+ o1 [ui—1) F Qg |Wis1) + o o ug) -

Oznacza to, ze jeden z wektorow mozna zapisaé jako kombinacje liniowa
pozostatych wektoréw, ktorej wspotczynniki sa niezerowe.

3Matematycznie mozna zdefiniowaé inne iloczyny skalarne, ale nam nie beda one tu
potrzebne.



2.5 Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

Jezeli zbior n wektoréw {|ui) , |ug), ..., |u,)} nalezacych do danej prze-
strzeni wektorowej nie jest liniowo zalezny i dodanie dowolnego wektora
niezerowego z tej przestrzeni do zbioru spowoduje, ze stanie si¢ on liniowo
zalezny, to taki zbior nazywamy bazq przestrzeni wektorowej. Woéwczas méo-
wimy, ze przestrzen wektorowa ma wymiar n. Kazda przestrzen wektorowa
ma baze.

Dowolny wektor mozemy zapisa¢ jako kombinacje wektoréw bazowych.
Nas natomiast interesujg tylko bazy, ktore jednoczesnie tworzg zbiér orto-
normalny, tzn. taki, ze dla wektoréw z bazy {|e1),l|e2),...|en)} zachodzi
(eilej) =0dlai# jdlai=1,2,...,nij=1,2,...,n oraz (ejle;) =0
dlai=1,2,...,n. Wtedy wektor |u) zapisujemy w nastepujacy sposéb:

lu) = (e1u) le1) + (ealu) [e2) + ... + (en|u) [€n) -

W przypadku wektoréw kolumnowych jedng baze wyrdznia sie szczegdl-
nie i nazywa sie ja bazg obliczeniowq. Sktada sie ona z wektoréw:

1 0 0
0 1
oy =|.[ =[] 1=
0 0 1
Zapamietajmy: nie nalezy myli¢ wektora zerowego 0 z wektorem |0); ten
pierwszy sklada sie¢ z samych zer, a drugi ma na pierwszej pozycji 1.
2.6 Norma euklidesowa

Jezeli mamy zdefiniowany iloczyn skalarny wektoréw, to mozemy wpro-
wadzié¢ pojecie dlugoéci wektora — lub inaczej: normy wektora. Normy wek-
toréw powinny mieé nastepujace wlasnosci:

e Dla kazdego wektora |u) i liczby a: ||« |u)|| = |a||||w)]|;
e Dla kazdych dwoch wektoréw |u) oraz |v): |||u) + |v)|| < |[|w)|| + [||v)];
e Tylko i wylacznie dla wektora zerowego 0: ||0|| = 0.

Warto tu zauwazy¢, ze dla kazdego wektora |u) jego norma jest nieujemna
|lu)|]] > 0. Nas bedzie interesowaé tylko i wylacznie norma euklidesowa

wektora [||u)|| = /(u|u).

W przypadku wektora kolumnowego

T



mamy nastepujacy wzor na norme euklidesowa.:

l)ll = \/(ulu) = Vare: + oo zs + - 22 2

= loa? + 2ol + .+

2.7 Wektor unormowany

Wektor |u), ktérego norma jest réwna jeden |||u)|| = 1, nazywamy unor-
mowanym.
2.8 Ortogonalnosé

Dwa wektory |u) i |v) nazywamy ortogonalnymi (lub inaczej — prostopa-
dlymi), gdy ich iloczyn skalarny wynosi zero (ulv) = 0. Jezeli wektory |u)
i |[v) sa unormowane i ortogonalne, to nazywamy je ortonormalnymi.

3 Macierze

Macierzg nazywamy prostokatna tablice liczb. Dla nas beda to liczby
rzeczywiste lub zespolone. Przykltadowo ponizej dana jest macierz o wymia-
rach m na n:

ail ai2 e Aln

ai a2 R 57 )
A =

aml am2 " Gmn

Liczby a;; nazywamy elementami macierzowyms albo po prostu elemen-
tami macierzy. Jezeli liczby a;; sa rzeczywiste, to opisujemy macierz jako
A € R natomiast jezeli sa zespolone, opisujemy ja jako A € C™". Dlatego
tez zamiast pisa¢ za kazdym razem, ze méwimy o macierzach lub wektorach
rzeczywistych lub zespolonych, bedziemy stosowaé znak FE| jako zamiennik
dla R oraz C.

3.0.1 Dodawanie

Jezeli mamy dwie macierze A, B € F™" o identycznych rozmiarach, to

mozemy je dodawaé do siebie, otrzymujac macierz A + B € F". Zatem,
jesli dane sa dwie ponizsze macierze:

a1 a2 a1n b1 b2 bin

a1 a2 aon bar  bao bop,
A= 5 B = . 5

Aml aAm2 - Amn b1 bmz2 - bmn

47 angielskiego field, czyli ciato liczbowe.



dodajmy je do siebie w nastepujacy sposob — element po elemencie:

ai1 +b11 a2 +biz - aip +bin

ag1 +ba1  age+b - az, + by
A+B-= ,

am1 + bml am2 + bm2 S ¢ bmn

3.0.2 Mnozenie przez skalar

Mnozenie macierzy A € F™" przez skalar o polega na pomnozeniu kaz-

dego elementu tej macierzy przez dany skalar. W wyniku tego dzialania
otrzymujemy macierz aA € F™" o postaci

aanl aal19 cee AQ1n

aagl aag tee aaon
aA =

am1 OCQm2 - OQmp

3.0.3 Transpozycja

Transpozycja macierzy A € F™"

z jej kolumnami. Otrzymujemy wéwczas macierz AT € F"™ o postaci

polega na zamianie wierszy tej macierzy

aixz a1 - Qml
AT a2 a2 - Qm2
Aln A2n " Gmn

3.0.4 Sprzezenie hermitowskie

Sprzezenie hermitowskie macierzy A € F™ to polaczenie transpozycji
macierzy ze sprzezeniem zespolonym kazdego jej elementu; zatem AT € F»™
ma postac

an® a2 - am”
ai9 a22 am2™
Al =
* * *
A1n A2n Amn

Zauwazmy, ze dla macierzy rzeczywistych sprzezenie hermitowskie i trans-
pozycja zachowuja sie tak samo.

3.0.5 Mnozenie macierzy przez wektor kolumnowy
Mnozenie macierzy A € F" z prawej strony przez wektor kolumnowy

|z) € F™ polega na policzeniu sumy iloczynéw elementéw macierzy z odpo-

10



wiednimi elementami wektora. Otrzymujemy wtedy A |z) € F™:

ail ai2 e A1n X1

a1 a2 s Q2n x2
A — 9 ‘I> - 9

Gml Om2 - OGmn Tn

airy + a2x2 + - + A1y
a21T1 + a2x2 + - - - + Aoply

Alz) =
Am1T1 + Am2T2 + * ** + AmpTp

Zauwazmy, ze liczba elementoéw wektora ,,wejéciowego” odpowiada liczbie
wierszy macierzy, a liczba elementéw wektora ,wyjsciowego” odpowiada licz-
bie kolumn.

3.0.6 Mnozenie macierzy przez macierz

Operacje dodawania i mnozenia macierzy przez skalar sa intuicyjne.
Mnozenie macierzy przez siebie jest nieco bardziej ztozone. Jezeli mamy
dane macierze A € F™ oraz B € FF" o postaciach

a1 a2 - Gl bir b2 -+ b1y

az1 Gz - A2k bar baa -+ ba,
A= . . . . ) B = s

Aml Am2 - amk bkl bk2 te bkn

to wynikiem ich wymnozenia jest macierz C € F™"

C11 C12 crr Cln

C21 C22 Con
C= ,

Cml Cm2 - Cmn

taka ze jej elementy macierzowe c;; maja nastepujaca postac:
Cij = ai1b1j —f—aizbg]’ + .- —|—aikbkj dlai=1,2,...,moraz j=1,2,...,n.

Iloczyn macierzowy mozna rozumieé¢ réwniez w nastepujacy sposéb: je-
zeli zapiszemy macierz A jako wektor kolumnowy wektoréw wierszowych

(a1]
(az|

(C;kl

11



gdzie <a1| = {an aip ... alk} ,<CL2| = {agl asy ... agk:| ,...,(am| =

amli Am2 - .. amk}, natomiast macierz B jako wektor wierszowy wekto-
row kolumnowych
B =lbr) |b) ... [ba)],

gdzie

b11 b12 bin

b21 ba2 ban

’b1> - . ) |bl> = . y e ‘b1> - . >
br1 bi2 bk

to iloczyn macierzy C = AB mozna zapisa¢ jako macierz iloczynow skalar-
nych

(a1|br)  (a1lb2) -+ (a1|bn)
_ (aglb1)  (azlb2) -+ (az|by)
(amlbr) (@mlbs) - (amlba)

3.0.7 Macierz zerowa

Macierz 0 € F™", ktéra sklada sig¢ z samych zer

0= . . . o

nazywamy zerowg. Dla dowolnych macierzy A € F¥ oraz B € F* mamy

A0O=0€eF" 0B=0¢cF".

3.0.8 Macierz diagonalna

Macierz kwadratowa A,, € F™" ktora wyglada nastepujaco:

ai; 0 -+ 0
0 ag 0
A= . s
0 0 A
nazywana jest macierzg diagonalng. Elementy a1, a9, ..., Gmm nazywane

sa przekgtng macierzy badz jej diagonalg.

12



3.0.9 Macierz jednostkowa

Macierz kwadratowa I, € F™™ diagonalna, ktéra ma jedynki na prze-
katnej

01 0
Im: . . . o

nazywamy jednostkowq. Macierz taka zachowuje si¢ w mnozeniu macierzo-
wym jak 1 w mnozeniu skalarnym. Wezmy macierze A € F*™ oraz B € F™",
Uzyskamy wtedy

AlL,=A 1,B=B.

3.0.10 Macierz odwrotna

me

Dla macierzy kwadratowej A € moze (ale nie musi) istnie¢ macierz

A~ ¢ Fm | ktéra daje
AAT=A"TA =1,

Macierz A~! nazywamy odwrotng do macierzy A. W zaleznoéci od tego,
jaka jest macierz A, macierz A~! moze istnie¢ lub nie. Nie bedziemy sie tu
zajmowaé warunkami istnienia macierzy odwrotnej, gdyz — jak zobaczymy
pdzniej — dla macierzy nas interesujacych macierze odwrotne beda istnieé¢
zawsze 1 w dodatku beda mialy szczegdlng postac.

3.0.11 Tloczyn Kroneckera

Dla danych dwéch macierzy A € F™ i B € F* wynikiem ich iloczynu
Kroneckera jest taka macierz C € F™*Fnxl ktéra powstaje przez pomnoze-
nie kazdego elementu macierzowego macierzy A przez calyg macierz B, tak
jak w ponizszym wzorze:

a1B a2B -+ a1,B

a1B  axB - a2,B
C=A®B= . . . .

am1B  apeB - ap,B

Zauwazmy, ze wymiary macierzy wynikowej to m x k na nx![. Ponizej wymie-
nimy liste wlasnosci iloczynu Kroneckera, ktére sg potrzebne do zrozumienia
wlasnosci obwoddéw kwantowych:

e Iloczyn Kroneckera nie musi by¢ przemienny: A ® B # B ® A;
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Rozdzielno$é iloczynu Kroneckera wzgledem dodawania:
AB+C)=A®B+ARC,
(A+B)eC=A®C+B®C;

e Lacznoéé mnozenia przez skalar: (cA) @ B=A ® (cB) = ¢(A ® B);

Laczno$é iloczynu Kroneckera: (A @ B)@ C=A ® (B® C);

Jezeli mozemy pomnozy¢ macierze A i C oraz B i D, to:

(A®B)(C®D)=(AC)® (BD);

Odwrotnoéé: (A@B) ' = A"l B™;

e Transpozycja oraz sprzezenie hermitowskie:

AeBT"=ATeBT, (AeB) =AlgBf.
3.0.12 Iloczyn zewnetrzny

Nazwa iloczyn zewnetrzny wektora kolumnowego

I
uy =7}
Tn
i wektora wierszowego
(v = [yl Y2 - ym}
okreslamy macierz powstala z iloczynu macierzowego tych wektoréw:
L1yr L1y2 - TilYm
T2Yyr T2Y2 - T2Ym
u) vl = | . :
InY1r ITnlY2 - TnlYm

3.0.13 Notacja Diraca

W tym miejscu mamy dos¢ wiedzy, by doceni¢ notacje Diraca. Iloczyn
skalarny (ulv) wektoréw |u) i [v) czytamy jako ,braket u v’} Natomiast
iloczyn |u)v| czytamy jako ,ketbra u v”. Interesujace jest zatem wyraze-
nie |u)(v|z), w ktérym nawiasy mozemy rozlozy¢ w taki sposéb: |u) ((v|x))
lub tak: (Ju)v|) |z). Wzory te maja rézne znaczenie, ale poniewaz sprowadza-
ja sie one do mnozenia macierzy, maja te sama wartosé. Co ciekawe, od razu
mozna zauwazy¢, ze wyrazenie |u)(v|z) jest réwne wyrazeniu (v|z) |u), po-

niewaz mnozenie skalara przez wektor jest przemienne.

5Ang. bracket” — nawias.
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3.1 Macierze unitarne

Macierze kwadratowe, ktére przy mnozeniu z prawej strony przez wektor
nie zmieniaja jego normy, nazywamy macierzami unitarnymi. Znaczy to,
ze dla kazdego |u) € F" i dla kazdej macierzy unitarnej U € F" mamy

10 [w)]| = [lu).
Dla kazdej macierzy unitarnej U istnieje macierz odwrotna U™, tzn.
UU'=U"'U=1,.

Dlatego macierze unitarne czesto utozsamiane sg z obrotami. Macierze uni-
tarne maja pewng ciekawa wlasnos¢ — ich odwrotno$é jest ich sprzezeniem
hermitowskim, tzn. U~ = UT,

Zauwazmy, ze jezeli macierz U przeksztalca |u) na |v), to macierz UT
przeksztatca [v) na |u), tzn. jezeli [v) = U |u), to |u) = UT|v).

3.2 Macierz hermitowska

Macierz kwadratowa, dla ktérej jej sprzezenie hermitowskie jest rowne
samej macierzy, tj.

A=AT

nazywamy macierzq hermitowsk:qﬁ

4 Podsumowanie

Przedstawiony powyzej formalizm matematyczny pozwala zrozumieé¢ pod-
stawy informatyki kwantowej. Zauwazcie, ze zaczeliémy ten dodatek od liczb
zespolonych — czyli pewnego opisu obrotéw na plaszczyznie — a skonczyliSmy
na macierzach unitarnych, ktore opisujg obroty w przestrzeniach wektoro-
wych.

60d nazwiska francuskiego matematyka Charles’a Hermite’a (1822 — 1901).
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echanika kwantowa opisuje zachowania bardzo malych czastek fizycz-
nych, czyli np. fotonéw, elektronéw albo kwantowych bitow — kubitéw.
Na potrzeby niniejszej ksiazki przyjmiemy, ze nie beda nas interesowaé ich
wlasciwodci fizyczne, a tylko pewne abstrakcyjne stany, w jakich moga sie
znajdowaé. Stany te numerujemy zazwyczaj przy uzyciu liczb naturalnych:
0, 1, 2 itd. Stany kwantowe opisuja np. polaryzacje fotonu, energie elektronu
na orbicie atomu, drgania sieci krystalicznej, spin czastki lub jeszcze inne
wlasciwosci uktadéw kwantowych.

Informatykéw czesto nie interesuje, w jaki sposéb wlasciwosci fizyczne
uktadéw sa wykorzystywane do zapisu informacji klasycznej w kompute-
rze klasycznym — a zauwazmy, ze do tego celu moze zostaé wykorzystana
magnetyzacja powierzchni na talerzu dysku twardego, napiecie elektryczne
w obwodzie wewnatrz procesora czy warto$¢ natezenia pradu w przewodzie
elektrycznym. Dlatego tez informatykéw kwantowych nie musi interesowaé
to, w jaki spos6b informacja kwantowa jest fizycznie zapisana w komputerze
kwantowym.

Gdy méwimy o mechanice kwantowej, a zatem réowniez o informatyce
kwantowej, postugujemy sie fizycznym pojeciem doSwiadczenia. Doswiad-
czenie — w znaczeniu, jakie bedziemy nadawa¢ mu w niniejszym tekscie —
sklada sie z trzech etapow:

e przygotowania,
e ewolucji,
e pomiaru i interpretacji wynikéw.

W interesujacym nas kontekscie mozemy opisaé¢ poszczegdlne etapy do-
Swiadczenia nastepujaco: przygotowujemy stan kwantowy, przeprowadzamy
ewolucje kwantowa tego stanu i — na koniec — wykonujemy pomiar kwantowy
(patrz: Rysunek [3)).

Zauwazmy, ze w podobny sposéb wykonujemy w informatyce obliczenia
klasyczne: przygotowujemy dane (stan poczatkowy); nastepnie wykonujemy
program (ewolucja) i odczytujemy wynik (pomiar). Wspdlczesne komputery
wykonuja te trzy etapy jako przeprowadzane nieustannie obliczenia. Nie ob-
serwujemy tych etapéw podczas codziennych interakcji z komputerem, wiec
nie zauwazamy w sposob Swiadomy powyzszego schematu dziatania.

Kazde urzadzenie informatyczne dzialajace na podstawie zasad informa-
tyki kwantowej — lub, w skrocie, komputer kwantowy — musi by¢ wyposazone
zarowno w poduktad kwantowy, jak i poduktad klasyczny, czyli jakas for-
me komputera klasycznego, np. elektronicznego. Komputer klasyczny bedzie
w takim urzadzeniu odpowiadal za sterowanie uktadem kwantowym, komu-
nikacje ze $wiatem zewnetrznym oraz interpretacje wynikéw dziatania kom-
putera kwantowego. Schemat konstrukcji i dziatania komputera kwantowego
sprzezonego z komputerem klasycznym przedstawiono na Rysunku [
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Przygotowanie ~ Ewolucja Pomiar

parametry parametry
stanu ewolugji

V) U [l

Urzadzenie kwantowe

wynik
pomiaru

Swiat klasyczny

Rysunek 3: Schematyczna reprezentacja do$wiadczenia kwantowego

W przypadku bardziej ztozonym — kiedy chcemy opisa¢ sie¢ komputeréw
kwantowych i jej wykorzystanie — mowimy zazwyczaj rowniez o uzytkowni-
kach tej sieci, ktérzy majag do dyspozycji komputery kwantowe i klasyczne
oraz kwantowe i klasyczne polaczenia sieciowe. Na potrzeby opisu w litera-
turze przedmiotu nadaje im sie umowne imiona: ,Alicja” (uzytkownik A),
,Bob” (uzytkownik B) oraz ,Ewa” (podsluchujqcy)ﬂ Pierwsze dwie oso-
by prébuja sie komunikowaé, a ostatnia prébuje im w tym przeszkodzic.
Nietrudno zauwazy¢, ze w komiksie dos¢ swobodnie nawiazujemy do tej
konwencji.

5 Formalizm matematyczny

Mechanika kwantowa jest opisywana przy pomocy formalizmu (czyli je-
zyka) matematycznego, ktéry wykorzystuje liczby zespolone, wektory oraz ma-
cierze. Bez jego zrozumienia nie jest zatem mozliwe zrozumienie samej me-
chaniki kwantowej.

6 Kubit

Elementarnym obiektem w informatyce kwantowej jest kubit, ktory jest
najprostszym uktadem kwantowym. Stan kubitu (zdefiniowany ponizej) opi-
suje wektor o dwoch elementach zespolonych.

"Po angielsku — ,Alice”, ,Bob” i ,,Eve”. Imiona ,Alice” i ,Bob” sa uzywane, ponie-
waz mozna je oznaczy¢ literami A i B, natomiast ,Eve” pochodzi od angielskiego stowa
eavesdropping — czyli podstuchiwanie.
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Sterowanie

Komputer

Komputer
klasyczny

kwantowy

S

Wyniki pomiaréw
kwantowych

Rysunek 4: Schematyczna reprezentacja dziatania kwantowego urzadze-
nia informatycznego. Komputer klasyczny steruje komputerem kwantowym,
komputer kwantowy zwraca wyniki pomiaréw do komputera klasycznego.

W celu opisania stanu kubitu zwyczajowo wybieramy baze obliczeniowa

o- -1}

Wéwezas dowolny stan [¢) kubitu tworzy liniowa kombinacje wektoréw ba-
zowych

) = al0) +5]1),
z |a|? +|B]?> = 1 oraz a, 3 € C.

Liczby « i 3 sa zespolone, zatem aby je zapisaé, potrzebujemy czterech
liczb rzeczywistych. Jednak poniewaz zachodzi warunek |a|? +|3|? = 1, jed-
na z potrzebnych nam liczb mozemy wyliczy¢ z pozostatych trzech. Wynika
z tego, ze dowolny stan kubitu moze by¢ opisany przez trzy liczby rzeczywi-
ste. Taki przyktadowy opis jest zadany rownaniem

) = e (COSZ |0) + !¢ sing |1>> ,

gdzie 7, 0, ¢ € R. Wspélezynnik e nazywamy fazg globalng. Jak sie pézniej
przekonamy, nie ma on wiekszego znaczenia, wiec zawsze mozemy przyjmo-
wacé, ze réwna sie on 1, czyli v = 0. Zatem w efekcie dostajemy taka oto po-
sta¢ wzoru stanu kubitu:

0 : 0
|t) = cos 3 0) + €@ sini 1) .

Jezeli dwa stany réznia sie faza globalna, to fizycznie te stany sa takie
same. Zatem kazdy stan mozemy réwniez pomnozy¢ przez dowolna liczbe
w postaci €7, nie zmieniajac tego stanu.
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Liczby rzeczywiste 8 i ¢ moga byé¢ interpretowane jako wspdirzedne
punktu na tréjwymiarowej sferze o promieniu 1. Sfere taka nazywamy sferqg
Blocha. Bedziemy ja bardzo czesto wykorzystywaé¢ do wizualizacji operacji
na kubicie.

6.1 Sfera Blocha

Rysunek 5: Sfera Blocha

Sfera Blochaﬁ (Rysunek |5)) jest wygodna reprezentacja graficzna kubitu.
Na powierzchni sfery Blocha znajduja sie punkty odpowiadajace stanom
kwantowym. Zazwyczaj rysujemy ja w taki sposéb, ze stan |0) oznaczamy
u gory, stan |1) u dotu, |—;) = %(\m—i |1)) po lewej stronie, |+;) = %(|0>+
i[1)) - po prawej, |[+) = %(|O> +11)) z przodu, a |—) = %(|0) — 1)) z tytu.

W dalszej czesci tekstu zostanie opisane, w jaki sposéb bramki kwan-
towe dzialaja na kubit — a odwzorowania zostang zaprezentowane witasnie
na sferze Blocha.

7 Stan

Stanem w mechanice kwantowej nazywamy wektor

Qp—1

80d nazwiska szwajcarskiego fizyka Feliksa Blocha (1905 — 1983).
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ktory mozemy zapisa¢ réwniez w bazie obliczeniowej w postaci
V) =0 ]0) +aq 1)+ ...+ ap_1|n—1).

Chcemy, aby o; € Cdlat =0,1,...,n—1, tzn. wspotczynniki wektora, byty

liczbami zespolonymi, oraz aby |[||¢)| = \/\a0|2 o]+ . F | f =1,
tzn. aby norma euklidesowa wektora wynosita 17}

Liczby «; € C nazywamy amplitudami prawdopodobiernstwa stanu kwan-
towego. Gdy jedna z tych liczb jest réwna 1, mozemy powiedzie¢ — nie-
formalnie — ze uklad kwantowy jest w stanie odpowiadajacym tej liczbie.
Na przyktad jezeli g = 1, méwimy, ze uktad kwantowy jest w stanie |0).

Jezeli zadna z liczb o4 nie jest rowna 1, to znaczy, ze przynajmniej dwie
amplitudy prawdopodobienstwa sa niezerowe. Wéwczas mowimy, ze uktad
jest w superpozycji stanéw. Przykladowo: jezeli mamy uktad zn =31 g =
as = 1/v/2, tzn. nasz stan zapisujemy jako 1/v/21(0) +1/4/22), to méwimy,
ze stan jest w superpozycji stanu |0) oraz |2).

8 Stany wielosystemowe

8.1 Dwa kubity

Operacja matematyczna, ktéra odpowiada ztaczeniu uktadéw dwéch ku-
bitéw, jest iloczyn Kroneckeralﬂ Jesli dane sa stany dwoch kubitéw ) i |¢):

[4) = [g] = al0) +511),6) = m =710)+ 1),

to ich taczny stan zapisujemy nastepujaco:

ary
ad

W)= |5
36

=ay|0) ®0) +ad|0) @ |1) + B [1) @ [0) + 55 (1) @ |1),

badz w skrécie:
W) = ay[00) + ad [01) + Bv[10) + B8 [11).

Jak widaé, etykiety 00, 01, 10 oraz 11 odpowiadaja liczbom 0, 1, 2 oraz 3
zapisanym binarnie. Zatem stan [1¢) mozemy zapisaé jako:

[¥¢) = ay|0) + ad[1) + By[2) + 55]3) .

9Zauwaz, ze baza obliczeniowa jest ortonormalna.
190d nazwiska niemieckiego matematyka Leopolda Kroneckera (1823 — 1891).

20



Zapiszmy teraz nowy stan:
’@) =y ‘O> + |1> + o ‘2> +c3 |3>

i zastandéwmy sie, czy istniejg takie liczby cg, c1, co, c3, dla ktorych nie da sie
znalez¢ takich «, 3,7, 0, ktére spelniaja uklad réwnan

co = oy, ¢ = adb, co = Py, oraz cg = (9.

Wezmy pod uwage stan |@F) = %(|0> +13)) i dla uproszczenia opusémy
czynnik % Wtedy mamy cp = ¢3 = 1 oraz ¢ = co = 0. Zalézmy, ze nasz
stan mozemy zapisa¢ w postaci ay|0) + ad |1) + (v|2) + 363). Wowezas
uzyskujemy uklad rownan:

ay=1, ad =0, Bv=0, 66 = 1.

Zauwazmy, ze o, 3,7,0 > 0, co wynika z tego, ze |a|? + |8]? = 1 oraz |6]? +
|7|?> = 1. Zatem aby spelnié¢ pierwszy warunek @ = v = 1, natomiast
aby spelni¢ drugi warunek § = 0. Jednakze z czwartego warunku wynika,
ze 6 = 1. Zatem otrzymujemy sprzeczno$¢. Wnioskujemy z tego, ze stanu
|®*) nie da sie zapisa¢ jako iloczynu Kroneckera dwoch standw. Stan [®7)
nazywamy stanem Bellaﬂ Ma on wyjatkowo istotne znaczenie w informa-
tyce kwantowej.

8.2 Wiele uktadéw kwantowych

Gdy mamy do dyspozycji n kubitéw w stanach

|¢1>a’¢2>,---,|¢n>,

wowcezas mozemy opisaé¢ je jako jeden taczny uklad, ktérego stan ma 2"
wspdblezynnikéw. Operacjag matematyczng, ktéra w sposéb zbiorczy opisuje
takie potaczenie wielu kubitéw, jest iloczyn Kroneckera. Jezeli kubity nie sa
ze sobg zwiazane (splatane), to stan takiego ukladu jest opisany przez taczny
stan

V) = [11) @ [h2) ® ... @ |¢n) .

8.3 Splatanie kwantowe

Splatanie kwantowe jest zjawiskiem, ktore dotyczy tylko i wytacznie
obiektow podlegajacych prawom mechaniki kwantowej. Splatane moga by¢
dwa uktady (lub wiecej), ktére mialy okazje ze soba oddzialywaé w prze-
sztos$ci. Matematycznie definicja splatania dwoch uktadéw jest nastepujaca:
jezeli danego stanu |¢), ktory opisuje stan dwoch uktadéw, nie mozemy za-
pisaé jako |11) ® |12) dla jakichkolwiek [¢)1) oraz |¢2), to jest on splatany.

1 0d nazwiska brytyjskiego fizyka Johna S. Bella (1928 — 1990).
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Jezeli natomiast istnieja takie [i1) oraz [i2), ze |¢) = [11) ® [1)2), to stan
nazywamy separowalnym. Jak widaé, wspomniany wczesniej stan Bella |<I>+>
jest stanem splatanym.

Splatanie wielu uktadéw kwantowych jest problemem znacznie bardziej zto-
zonym. Jezeli mamy np. trzy uklady, to pierwsze dwa moga byé¢ splatane
ze soba, ale nie z trzecim, jak na przyklad w stanie

1
N

Wszystkie trzy uktady moga by¢ ze soba splatane na rézne sposoby. Przy-
ktadowo stany

(100) +[11)) @ [1).

1
W) = (1001} +[010) +[100)
(GHZ) = - (]000) + [111))

V2

sa splatane w catkowicie rézny sposob — przy czym wyttumaczenie tego faktu
wykracza poza zakres tej ksiazki.

Stany splatane maja bardzo nieintuicyjne wtasciwosci. Na przyktad, je-
zeli czastki bedace w stanie splatanym oddalimy bardzo daleko od siebie,
pozostang one ze soba zwiazane. Bedziemy mieli okazje zaobserwowaé ten
efekt, gdy bedzie mowa o pomiarze standéw splatanych.

9 Ewolucja kwantowa

Fwolucja kwantowa to nazwa, ktéra opisujemy zmiane stanu kwantowe-
go w czasie. Zakladamy, ze mamy pewien stan w chwili 0, a dzigki ewolucji
kwantowej uzyskujemy stan w chwili 1. Zwréémy tutaj uwage na pewien
fakt dotyczacy standéw kwantowych: norma stanu kwantowego wynosi za-
wsze 1. Norme te utozsamiamy z prawdopodobienstwem catkowitym. Zatem
jezeli chcemy, by prawdopodobienstwo catkowite bylo zachowane, oznacza
to, ze chcemy, by matematyczny opis ewolucji zachowywal norme wektora
stanu. Norma wektora jest zachowywana wylacznie przez obroty i symetrie.
Taki opis matematyczny ewolucji mozemy uzyskaé¢ z wykorzystaniem macie-
rzy unitarnych. Dla uproszczenia opisu pomijamy tutaj kwestie wymiaréw
macierzy i wektoréw standéw. Oczywiscie wymiary muszg by¢ tak dobrane,
by mozna byto mnozy¢ odpowiadajace sobie nawzajem wymiarami macierze
i wektory.

Przejscie ze stanu w chwili 0 |1;—o) do stanu w chwili 1 [¢;—1) jest zadane
przez |¢—1) = U |ih—) , gdzie U jest macierza unitarna.

Powyzsze, pozornie trywialne, rownanie opisuje zachowanie wszystkich
uktadéw kwantowomechanicznych, w tym oczywiscie komputeréw kwanto-
wych. W informatyce kwantowej macierze unitarne przewaznie nazywamy
bramkami kwantowyms.
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Zauwazmy od razu pewng charakterystyczna ceche mechaniki kwanto-
wej, wynikajaca z powyzszego rOwnania: pamietajac, ze macierz odwrot-
na U™ do macierzy unitarnej zawsze istnieje i jest jej sprzezeniem her-
mitowskim UT, mozemy zapisaé¢ to réwnanie odwrécone w czasie: [1hy—g) =
U |¢)4—1) . Dlatego tez méwimy, ze ewolucja kwantowa jest odwracalna w cza-
sie.

10 Bramki kwantowe

Bramek kwantowych jest nieskonczenie wiele — jednakze my, mimo ich
mnogosci, skupimy sie tylko na bramkach dzialajacych na jeden lub dwa ku-
bity. Bramki te wystarczaja do tego, by zbudowaé dowolny komputer kwan-
towy lub kwantowe urzadzenie komunikacyjne. Sa one zatem najciekawsze
z punktu widzenia informatyka kwantowego.

10.1 Bramki jednokubitowe

Dla jednego kubitu mozemy zapisaé¢ wiele réznych bramek kwantowych.
Na poczatek zdefiniujmy bramke obrotu wokdét osi y o kat ~:

)

)

cos(3)  sin(

—sin(3) cos(

Ry(v) = [

SIS

bramke obrotu wokot osi z o kat j:

iB
RZ(ﬁ) = [60 e%ﬂ]

oraz bramke zmieniajaca faze globalna o czynnik a:

Phi(a) = lo 0] -

e

Dzialanie bramek R, (/3) oraz Ry () zostalo pokazane na Rysunku @ Bram-
ka Ph(«) zmienia tylko globalna faze, zatem jej dzialania nie mozna zaob-
serwowaé na sferze Blocha.

Dowolna bramka dzialajaca na jednym kubicie moze zostaé zapisana
jako ztozenie czterech bramek: zmiany fazy oraz trzech obrotéw, w postaci
opisanej przez cztery liczby rzeczywiste «, 3,7, d:
U(a, B,7,0) =Ph(a)R4(3)Ry (7)R4(5) =
. ig i
_ e 0 7 95 co.s(%) sin(3) s 95 '

0 €0 ez |=sin(3) cos(3)] [0 e
Pierwszy obroét to obrét wokot osi z, drugi — woké! osi g, a trzeci — ponownie
wokot z.
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[Bramka R, () dokonujaca obrotu wokél osi z laczacej |0) z |1).

] [Bramka Ry (y) dokonujaca obrotu

wokot osi y taczacej |[+i) z |[—i).]

Rysunek 6: Dzialanie bramek R,(3) — panel oraz Ry(y) — panel
na stanach |0), [+), |+i) (czarne strzatki). Wartosci § oraz v rosna zgodnie
z przechodzeniem koloréw strzatek od ciemniejszych do jasniejszych i wyno-
sza (0,057,0,17,0,157, 0,27).
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Bramki kwantowe maja swoje oznaczenia graficzne. Bramke jednoku-
bitowa oznacza si¢ jako prostokat, wewnatrz ktérego zapisana jest nazwa
bramki. Przyklad takiej bramki kwantowej pokazano na Rysunku [7]

%) U |y)

Rysunek 7: Rysunek przedstawiajacy bramke jednokubitowa U. Pojedyncza
linia przechodzaca przez bramke oznacza kubit. Stan wejéciowy do bramki
— po lewej stronie, wyjéciowy — po prawe;j.

10.1.1 Bramki jednokubitowe

Kilka sposréd wszystkich bramek kwantowych ma swoje ustalone nazwy,
ktére sa czesto wykorzystywane w informatyce kwantowej. Ponizej prezen-
tujemy ich przeglad, zawierajacy informacje o tym, jak wyglada macierz
danej bramki, jak dziala ona na ogélny stan |¢) = «|0) + F|1), a takze
interpretacje jej dziatania na sferze Blocha.

Bramka identycznosé nie zmienia stanu kubitu. Oznaczamy ja przez 1.
Jej macierz zawiera jedynki na diagonali i zera poza diagonala:

by

Dziatanie identycznoscia na stan jest trywialne:
I(a]0) + 5[1)) = al0) + B1).

Bramka negacji bitu oznaczana jest przez X. Jej macierz jest nastepuja-

ca:
01

a dzialanie polega na zamianie stanu |0) na |1) i odwrotnie. Zatem gdy te sta-
ny bazy obliczeniowej sa w superpozycji, bramka X zamienia pomiedzy nimi
amplitudy prawdopodobienstwa:

X(er]0) + 8 1)) = e[1) + 5]0) -

Bramka negacji fazy, oznaczana przez Y, ma nastepujaca postaé macie-

IZowWa;
0 —i
vl

Jej dzialanie polega na wzajemnej zamianie stanéw |+) oraz |—). Jej dzia-
tanie na superpozycje standéw bazy obliczeniowej jest nastepujace:

Y(|0) + 5 1)) = ai[l) - fi|0),
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ale poniewaz mozemy pomnozy¢ ten stan przez faze globalng i = e%r, nie zmie-
niajac stanu, to otrzymujemy 3 |0) — «|1).
Bramka negacji fazy i bitu oznaczana jest przez Z, a jej macierz jest

nastepujaca:
1 0
7— [0 1].

Bramka ta zamienia ze soba stany |+i) oraz |—;). Jej dzialanie na superpo-
zycji wektoréw bazy obliczeniowej jest nastepujace:

Z(a|0) + B[1)) = a|0) = B]1) .
Zauwazmy, ze bramki X, Y oraz Z maja ciekawg wtasnosé¢:
X?=Y?=7?=iXYZ =1

Bramki zmiany fazy to rodzina bramek R(¢) zaleznych od parametru
rzeczywistego ¢. Postaé macierzowa tych bramek jest nastepujaca:

1 0
Ich dzialanie zmienia faze wzgledna pomiedzy stanami bazy obliczeniowe;j:
R(¢)(a|0) +8]1)) = a|0) +€¢51).

Drzialanie tej rodziny bramek przedstawia Rysunek [§]

Rysunek 8: Wizualizacja dzialania bramek R(¢) na stanach |0), |+), |+i)
(czarne strzalki). Wartosci ¢ rosna w miare rozjasniania sie koloréw strzalek
i wynosza (0,057, 0,17, 0,157, 0,27).

Bramka Hadamarda@ jest oznaczana symbolem H, a jej posta¢ macie-

rzowa jest nastepujaca:
1 11 1
a1

120d nazwiska francuskiego matematyka Jacquesa Salomona Hadamarda (1865 — 1963).
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Bramka ta jest czesto pierwszym krokiem wielu algorytmow i protokotéw
kwantowych, gdyz przeprowadza ona stany bazy obliczeniowej do ich super-
pozycji w nastepujacy sposob:

H[0) = —= (0) +]1) = |+,

1
ﬁ(!0>—\1>)= —)-

Zauwazmy, ze bramka Hadamarda jest odwrotnoscia samej siebie, tzn.
ze H=H"1. Zatem

HI1) =

H|+) =10),
H|-)=11).
Wiedzac, ze macierz bramki Hadamarda jest unitarna, tzn. ze H™1 = HT,

widzimy, ze H = HT. A to oznacza, ze macierz bramki Hadamarda jest
macierza hermitowska.

10.2 Brambki kontrolowane

W przypadku bramek dwukubitowych mozemy stworzy¢ bramki kon-
trolowane. O bramkach tych méwimy, ze jeden kubit kontroluje bramke,
a na drugi naktadana jest dana bramka U. Bramka kontrolowana , kontrolo-
wane U” dziala w nastepujacy sposéb: jezeli kubit kontrolujacy jest w stanie
|1), to natéz wybrana bramke U na kubit docelowy; jezeli kubit kontrolujacy
jest w stanie |0), to nie réb nic.

Bramke taka mozemy zapisa¢ w postaci

CU? = |0)0| @ I + |1)(1| ® U,

gdzie indeks dolny oznacza numer kubitu kontrolujacego, a gérny kontrolo-
wanego. Jezeli bramka U ma posta¢ macierzowa

u u
U= 00 01 7
uip U1l

to kontrolowana bramka U ma postaé
1 0 0 0
0 1
2 __
CUy = 0 0 wupo wo1
00

a jej dzialanie mozna zapisaé¢ jako:

CUT0)®[0) = [0)®]0),
CU?|0) ® 1) 0) @ [0),
CU)®[0) = [1)eU|o),
CU? 1) @ [1) 1) ©U|1)
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Na Rysunku [9] pokazana jest graficzna reprezentacja bramki ,kontrolowa-

ne U”.

Rysunek 9: Rysunek przedstawiajacy bramke kontrolowana U. Linie prze-
chodzace przez bramke oznaczaja kubity. Kropka oznacza kubit kontroluja-
cy, a kwadrat — bramke, ktéra jest kontrolowana.

Natomiast jezeli chcemy, by w bramce kontrolowanej kubit kontrolujacy
byl drugi, a kontrolowany pierwszy, to mozemy uzyskaé taki efekt, korzysta-
jac z nastepujacej postaci bramki

CU} =1 [0)0] + U @ |1)1].
10.2.1 Bramka CNOT

Bardzo uzyteczng bramka kontrolowang jest bramka ,kontrolowane X”,
czyli CNOT?, ktéra ma nastepujaca postaé¢ macierzowa:

1000
> 0100
CNOTi= |, | o 1
0010

Dzialanie tej bramki mozna przedstawi¢ nastepujaco: jezeli kubit kontro-
lowany jest w stanie |0), to zaneguj stan kubitu docelowego. Zapis dzialania
bramki bedzie wygladal wéwczas tak:

CNOT}[0) 2 [0) = [0)®]0),
CNOT}[0) 2 [1) = [0)®@]1),
CNOT} 1) [0) = [1)@]1),

CNOTI|)®[1) = [1)®]0).
Rysunek [10] pokazuje reprezentacje graficzna tej bramki.

10.2.2 Bramka SWAP

Bramka SWAP stuzy do zamiany stanéw dwoéch kubitow. Mozna ja
zrealizowaé jako cigg trzech bramek: CNOTICNOTICNOT?, tak jak to
przedstawiono na Rysunku Posta¢ macierzowa bramki SWAP jest na-

stepujaca:

SWAP =

o O O
O = O O
O O = O
_ o O O



—

o

Rysunek 10: Rysunek przedstawiajacy bramke CNOT%. Linia przechodzaca
przez bramke oznacza kubity. Kropka oznacza kubit kontrolujacy, a kétko
z krzyzykiem — bramke X.

rah)
N>
+

an
%
an
"

Rysunek  11: Rysunek po lewej przedstawia ciag  bramek
CNOT?CNOTICNOT?, ktéry realizuje bramke SWAP — oznacza-
ng jak na rysunku po prawe;j.

10.3 Laczenie bramek szeregowo

Jezeli ewolucja kwantowa U jest podzielona w czasie na kolejne etapy,
tzn. na przyklad rozpoczyna sie od bramki kwantowej Ug_.1, ktora przepro-
wadza stan z chwili 0 do chwili 1, a nastepnie wprowadza bramke kwantowa
U;_,9, ktéra przeprowadza stan z chwili 1 do chwili 2 itd. ..., az do bram-
ki Uny_1)—n, ktora przeprowadza stan z chwili N — 1 do chwili N — to
taki szereg ewolucji zapisujemy jako iloczyn macierzy

U=Uwn_1—-~vUwn_2~v-1)--- Ui—2Uo-1.

W takim przypadku jako wynik otrzymujemy tez szereg stanow

[91) = Uo—a [0) , [¥2) = Uiz [¥h1) ..., [¥n) = Uw_ny—n [¥N-1),

ktore odpowiadaja kolejnym chwilom w czasie. Rysunek [12| przedstawia sze-
regowe laczenie bramek.

Sy 7y SO [ oy 8

Rysunek 12: Szeregowe tgczenie bramek kwantowych

10.4 YLaczenie bramek réwnolegle

Jezeli mamy uktad kwantowy sktadajacy sie z wielu kubitow, to albo kaz-
dy z nich moze ewoluowaé oddzielnie, albo niektére — badz wszystkie — moga
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ewoluowaé lacznie. Dodatkowo ewolucja niektorych (badz wszystkich) kubi-
téw moze by¢ trywialna, tzn. niezmieniajaca stanu.

Aby mozna bylo potaczyé bramki szeregowo, musza one dzialaé na uktad
sktadajacy sie z takiej samej liczby kubitéw. Nie mozna taczyé bramek X
i CNOT? szeregowo, gdyz ich macierzy nie mozna pomnozy¢, poniewaz ma-
ja rézne wymiary. Zatem w takim przypadku musimy rozszerzy¢ bramke X
tak, by dziatala na dwa kubity. Wykorzystujemy do tego iloczyn Kronecke-
ra i macierze identycznosci. Jezeli chcemy uzyskaé¢ ciag bramek kwantowych
taki, w ktérym na poczatku dzialamy bramka X na pierwszy kubit, a na-
stepnie bramka CNOT? na kubit pierwszy (kontrolujacy) i kubit drugi (do-
celowy), to rozszerzamy bramke X tak, by na drugi kubit dzialala trywialnie
do postaci X ® I. Pokazano to na Rysunku

X[

S

Rysunek 13: Graficzna reprezentacja operacji CNOT?(X ® I)

10.5 Obwody kwantowe

Laczenie bramek szeregowo i réwnolegle mozemy przedstawié graficznie
na tzw. obwodzie kwantowym — czyli rysunku, na ktérym kazda linia obwodu
oznacza kubit, a kazda bramka jest zaznaczona na odpowiednim kubicie
lub kilku kubitach. Czas w obwodzie biegnie od lewej do prawej. Przyktadem
obwodu kwantowego jest przedstawiony ponizej proces uzyskiwania stanu
splatanego ze stanu separowalnego.

10.6 Tworzenie stanu splatanego ze stanu separowalnego

Poniewaz wiemy, jak taczy¢ bramki szeregowo i rownolegle, mozemy teraz
stworzy¢ stan splatany ze stanu separowalnego. Zaczynamy od nastepujace-
go stanu:

[Pi=1) = 0) ®0) .
Nastepnie nakladamy bramke Hadamarda na pierwszy kubit:
1 1

V2 V2

Na koniec naktadamy bramke CNOT?, w ktérej pierwszy kubit jest kon-
trolujacym, a drugi — docelowym:

[Yi=2) = (HRT) [¢=1) = —= (|0) +[1)) ® [0) = —=(|0) @ [0) +[1) @ |0))..

[Yims) = CNOTS [y = == ([0} @10) + 1) @ [1)).
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Otrzymujemy w ten sposéb stan maksymalnie splatany — stan Bella [®1).
Obwod kwantowy realizujacy te operacje jest przedstawiony na Rysunku[T4]

—H]

.

Rysunek 14: Przyklad obwodu kwantowego, ktéry ze stanu |00) tworzy stan
Bella |®1).

11 Pomiar

W naszym schemacie — obejmujacym przygotowanie stanu, ewolucje i po-
miar — ten ostatni stanowi tacznik pomiedzy $wiatem kwantowym a klasycz-
nym. Tylko i wytacznie poprzez pomiar kwantowy uktadu kwantowego mo-
zemy sie czegos dowiedzie¢ o danym ukladzie. Wazne, aby pamigtaé, ze po-
miar bezpowrotnie zmienia stan kwantowy — co oznacza, ze pomiar nie jest
odwracalny.

Matematycznie pomiar kwantowy jest opisany przez zbiér ponumerowa-
nych lub poindeksowanych macierzy pomiaru:

P = {P07P17 R 7Pn71}-

Zauwazmy, ze z kazda macierza pomiaru zwiazany jest pewien indeks, np.:
0,1,...,n — 1. Indeks ten nazywamy wynikiem pomiaru kwantowego.
Wymagamy, aby suma macierzy pomiaru dawala macierz identyczno-
Sciowa,
Po+Pi+...+P, 1 =1L

Warunek ten jest znany jako warunek zupelnosci. Oznacza on, ze nasze
pomiary wyczerpuja wszystkie mozliwosci.

Na potrzeby tej ksigzki przez pomiar rozumieé bedziemy pomiar rzutowy.
Rzutowo$¢ pomiaru oznacza, ze macierze pomiaru sg macierzami rzutdéw
ortogonalnych, tzn. dla kazdej macierzy P; mamy

P? =P,P;, = P,,
oraz dla kazdej pary macierzy o réznych indeksach i # j zachodzi
P;P; =0,
czyli iloczyn macierzy pomiaréw dla réznych wynikow jest macierzg zerowa.
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Pomiar kwantowy dziala w nastepujacy sposéb: jezeli dane sa pewien
stan kwantowy |¢) i zbiér macierzy pomiaru P = {Po, Py,...,P,_1}, to gdy wy-
konamy pomiar na tym stanie, uzyskamy wynik ¢ z prawdopodobienstwem

pi = P [9)*.

Nie mozna przewidzieé¢, ktory z wynikow otrzymamy jako rezultat pomiaru
— jest to proces catkowicie losowy. Mozemy méwié tylko o prawdopodobien-
stwie otrzymania danego wyniku. Pomiar kwantowy zmienia stan uktadu.
Gdy uzyskamy wynik i, wéwczas stan uktadu po pomiarze zmienia sie na

Pily) _ Pil)
N ATk

Poniewaz norma jest nieujemna, zatem /p; = 1/[|P; 12 = [|Ps [0)]].

Zauwazmy, ze istnieje wiele réznych pomiaréow, ktére mozemy wybraé
dla danego stanu kwantowego. Przyktadowo mozemy wzia¢ pod uwage jeden
kubit i zdefiniowaé na nim dwa pomiary: pierwszy, sktadajacy sie z macierzy

po =001~ |y | Pe=mii= 3 4],

i drugi, sktadajacy sie z macierzy

i) =

111 i 111 —i
Q_i - |_i><_i - 5 [_1 1] ) Q-h - ‘+1><+1‘ - 5 [1 1‘| .
Warto zauwazy¢, ze okresliliSmy wyniki pomiaru zadanego przez macierze
Q; jako +; oraz —;, a nie przy pomocy liczb naturalnych. Pozwala nam to

rozrozni¢ wyniki pomiaru pierwszego i drugiego.

Spéjrzmy na Rysunek Zalézmy, ze mierzymy stan |¢) = /0,7 |0) +
V0,31 |1) przy uzyciu pomiaru zadanego przez Po,P;. Wéwczas wynik 0
otrzymujemy z prawdopodobienstwem

2
) 2
po =||Po (VO710) + V0,3 1)) :‘ ‘ =
2
A - () o

lub wynik 1 z prawdopodobienstwem p; = 0,3. W pierwszym przypadku
nasz stan zmieni si¢ po pomiarze na |tp) = |0), a w drugim — na [¢) = |1).

Jednak jezeli bedziemy mierzy¢ ten sam stan |¢) = /0,7 |0) + /0,3i|1)
przy uzyciu pomiaru zadanego przez Q_., Q.., to z prawdopodobienstwem

p_, = 5= ‘ﬁ ~ 0,958 otrzymamy wynik —j, a z prawdopodobienstwem

Dy, = 5+\ﬁ ~ 0,042 otrzymamy wynik +;. W przypadku otrzymania

V0,31

R
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pierwszego wyniku stan po pomiarze zmieni si¢ na |¢_,) = %QO} —1il1)),
za$ w przypadku otrzymania drugiego wyniku stan po pomiarze zmieni si¢
na [¢hy,) = 5(10) +i[1)).

Zastanéwmy sie nad jeszcze jednym pomiarem — trywialnym — sktada-
jacym sie tylko z macierzy jednostkowej {I»}. Oczywiscie zbiér taki spel-
nia warunki, jakich spelnienia wymagamy od pomiaru, ale wykonanie go
na dowolnym stanie po pierwsze nie daje nam zadnej informacji, a po dru-
gie nie zmienia mierzonego stanu. Wkroétce przekonamy sie jednak, ze taki
pomiar ma pewne znaczenie.

Zobaczmy, jak wyglada pomiar stanu rézniacego sie tylko globalng fa-
za €9 1) od stanu |¢). Prawdopodobienstwo zmierzenia wyniku i jest za-

2
, zatem jesli skorzystamy z wlasnosci normy

el¢

dane przez p; = HPieid) |¢>‘

IP; [4)||>. Poniewaz wiemy, ze =1, to

euklidesowej, to p; = ‘e“z’

pi = |[P:i|)||%, co oznacza, ze jest takie samo jak dla stanu [t)). Zatem
faza globalna nie wplywa na wyniki pomiarow.

11.1 Szeregowanie pomiaréw

Tak samo jak bramki kwantowe, pomiary moga by¢ wykonywane jeden
po drugim. Oczywiscie trzeba bra¢ pod uwage, ze pierwszy pomiar zmieni
stan kwantowy i wynik drugiego pomiaru bedzie zalezal od wyniku pierw-
Szego pomiaru.

Jezeli wykonujemy ten sam pomiar wielokrotnie, to wynik, ktory otrzy-
maliSmy z pierwszego pomiaru, otrzymamy tez w kazdym nastepnym po-
miarze. WeZzmy zatem pod uwage stan |¢) oraz pomiar

P = {P07P1a <o 7Pn—1}-

Jezeli dokonamy pomiaru tego stanu jednokrotnie i zmierzymy wynik ¢, to
otrzymamy stan
Pily)

0 = 1B, 1

Zmierzmy ten stan jeszcze raz i zobaczmy, jakie jest prawdopodobienstwo
zmierzenia wyniku j:

P,P;|y) |
1P [}
Poniewaz P;P; jest rowne 0 dla réznych i i j, to prawdopodobienstwo otrzy-
mania za drugim razem wyniku innego niz za pierwszym wynosi 0. Nato-

miast prawdopodobienstwo otrzymania za drugim razem tego samego wy-
niku co za pierwszym razem wynosi

=il

= 1P o) = |

PP]z/; 1

P

2P [9)|* =
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(a) Pomiar z wykorzy- (b) Pomiar z wykorzy-
staniem macierzy Py = staniem macierzy Q_, =

|0XO[, Py = [1)(1. |=iX=il, Qi = i)l

Rysunek 15: Schemat dwéch réznych pomiaréw kwantowych tego samego
stanu 1/0,71]0) + 1/0,31|1). W zaleznosci od rodzaju pomiaru uzyskujemy
inne wyniki z r6znymi prawdopodobienstwami oraz inne stany po wykonaniu
pomiaru. Takie zachowanie ukladéw jest charakterystyczne dla mechaniki
kwantowej.
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Zatem widaé, ze jezeli za pierwszym razem wykonaliSmy pomiar P na stanie
|¥) i otrzymaliémy wynik ¢ oraz stan po pomiarze |¢);), to po wykonaniu
tego samego pomiaru raz jeszcze na otrzymanym stanie uzyskamy ten sam
wynik . Zatem stan |1¢;) pozostanie niezmieniony.

11.2 Pomiar cze$ciowy stanu wielosystemowego

Zobaczmy teraz, co sie dzieje, gdy wykonamy pomiar czeSciowy stanu
pierwszego kubitu na stanie ztozonym z dwoéch kubitéw. Przez pomiar cze-
Sciowy rozumiemy taki pomiar wykonywany na ukladzie wielu kubitéw,
ze na czeSci z nich dokonujemy pomiaru trywialnego, a na czeSci — nie-
trywialnego.

Zal6zmy, ze mamy do dyspozycji stan

|¢> = Qo |00> “+ o1 ‘01> + aqg ’10> + a1 |11>

i wykonujemy pomiar P = {Py = |0)0|,P1 = |1)(1]} na pierwszym kubicie
oraz pomiar trywialny na drugim. Woéwczas wynik 0 z pomiaru pierwszego
kubitu uzyskujemy z prawdopodobienstwem

1 0 0 0| |ago 2 Qoo ’
9 0 1 0 0] | Qo1
po? = [[Po @ I7 [9) " = 0 0 0 Of |amo a 0 B
0 0 0 Of |an1 0

= |avo|® + Jevor|*-
Odpowiednio wynik 1 uzyskujemy z prawdopodobienstwem
p1z = lasol* + |an|*.
Stan po zmierzeniu 0 na pierwszym kubicie staje si¢

00 |00) 4+ a1 |01) ago |0) + a1 |0)

|¢0?> = - ’0> ® )
V]aool? + [ao1]? V]awoo|? + |aor]?
a po zmierzeniu 1 — staje sie
aqo |10) + aq1 |11) aio|0) + a1 (1)
|1h17) = =) ®

V]ewol? + |an]? Ve + Joa1?

Zobaczmy, co si¢ stanie, gdy przeprowadzimy go na stanie Bella ]<I>+> =
%(\Om +|11)). Wéwezas mamy agg = a1 = % oraz ag; = aqg = 0. Zatem
zmierzenie 0 na pierwszym kubicie da nam stan po pomiarze |00), a zmierze-
nie 1 da nam stan |11). Czyli — jak wida¢ — wynik pomiaru na pierwszym ku-
bicie determinuje stan po pomiarze drugiego kubitu, a zatem réowniez wynik
pomiaru na drugim. Efekt taki jest utozsamiany ze splataniem kwantowym

i — jako taki — jest on bardzo istotny dla informatyki kwantowe;j.
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12 Podsumowanie

W powyzszym rozdziale wprowadziliSmy pojecia stanu, bramki kwan-
towej i pomiaru kwantowego. Dzieki temu wiemy teraz, jak opisywane sg
uktady kwantowe, jak zmieniaja sie w czasie i jak sa odczytywane ich wita-
Sciwosci. W komputerach i systemach kwantowych te operacje wykonywane
sa cyklicznie po to, by implementowaé¢ protokoty lub algorytmy kwantowe.
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13 Gra w obracanie monety

13.1 Wersja klasyczna

Wyobrazmy sobie nastepujaca gre, w ktérej bierze udzial dwoje graczy:
Alice i Bob (zwany dalej Bobem). Gracze maja do dyspozycji monete, ktéra
jest zamknieta w pudetku, wiec nie moga jej zobaczyé w trakcie gry; na-
tomiast wiedza, ze na poczatku gry moneta jest odwrécona ortem do gory.
Gra sktada sie z trzech ruchéw: pierwszy wykonuje Alice, drugi — Bob, trze-
ci — znowu Alice. Ruch polega na odwr6ceniu monety badZ pozostawieniu
jej w takim stanie, w jakim byla. Oczywiscie to, jaki ruch wykona jeden
z graczy, pozostaje tajemnicg dla drugiego. Po dokonaniu ostatniego ruchu
pudetko zostaje otwarte i gracze moga sprawdzié¢, czy moneta jest odwroco-
na ortem, czy reszka do gory. Alice wygrywa, jesli moneta bedzie w pozycji
worzel”  a Bob — jesli w pozycji ,reszka”.

Latwo sprawdzié¢, ze w grze w obracanie monety nie istnieje strategia
wygrywajaca dla zadnego z graczy i najlepsze, co oboje moga zrobié, to
wylosowaé swoje ruchy. Wtedy dla kazdego z nich szansa na wygrana wynosi
50%.

13.2 Wersja kwantowa

Zastanéwmy sie teraz, co sie stanie, jezeli gracze beda mie¢ do dyspo-
zycji nie monete, ale kubit. Zeby zamodelowaé taka sytuacje, przypiszmy
pozycji monety ,orzel” stan |0) oraz macierz pomiaru Py = |0)0], a pozycji
wreszka” stan [1) i macierz pomiaru P; = |1)(1|. Obr6cenie monety — kubitu
bedzie wéwczas odpowiadaé¢ bramce X, a pozostawienie go w stanie, w ja-
kim byt — bramce I. W tym schemacie ruchom wykonywanym przez graczy
odpowiada czynnos¢ natozenia bramki kwantowej na kubit — za pierwszym
i trzecim razem przez Alice, a za drugim — przez Boba. Otworzeniu pudetka
odpowiada pomiar kwantowy. Przykladowa rozgrywke mozna zatem zapisaé
w nastepujacy sposob:

Stan poczatkowy to

o) = 10)

Alice decyduje sie nic nie robié:

the=1) = 110) = |0) .
Bob decyduje si¢ obrécié¢ kubit:

|the=2) = X |0) = [1).
Alice ponownie decyduje sie nic nie robi¢:

[the=s) = 1[1) = |1).
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Gracze dokonuja pomiaru {Pg, P1} i otrzymuja prawdopodobienstwa zmie-
rzenia ,orta” — wyniku pomiaru 0 — lub ,reszki” — wyniku pomiaru 1

po = [[[0XO[[1)[[ =0, pr = [[[I)1[[1)]] = 1.

Zatem Bob wygrywa z prawdopodobienstwem 1. Nie znaczy to, ze Bob wy-
grywa te gre zawsze, a tylko tyle, ze wygrywa w przypadku takiego ciggu
ruchéw. Jedli cigg ruchéw bedzie inny, np. X, X, I, moze wygra¢ Alice.

Dajmy teraz Alice przewage: ona bedzie wiedzieé¢, ze graja na kubicie,
a Bob nie bedzie tego swiadom. Zobaczmy teraz, co moze zrobi¢ Alice, je-
zeli wie, ze gra odbywa sie z wykorzystaniem nie monety, ale kubitu. Nasz
stan poczatkowy to znowu:

[9t=0) = [0) .

Alice decyduje sie uzy¢ ,tajnego” ruchu kwantowego i naktada bramke Ha-

damarda:
1

V2

Zalbézmy, ze Bob decyduje sie obréci¢ kubit:

[i=1) = H|0) = —=(|0) + [1))-

1 1
) =X—(|0) + 1)) = —=(|0) + |1)).
i) = X5 (0) + 1)) = 5 (0) +11)
Jak widaé, jego dzialanie nie zmienia teraz stanu kubitu. Zatem niezaleznie

od tego, czy naktada on bramke X lub I, nie zmieni stanu kubitu. Nastepnie
Alice znowu nakltada bramke Hadamarda:

1 1
|t=3) :Hﬁ 7
1

ﬂ(Jli 2

(10) +[1)) = —= (H[0) + H|1)) =

Gracze dokonuja pomiaru {Pg, P} i otrzymuja prawdopodobienistwa

po = [[[0XO[[0)[| =1, pr = [[[IX1[ [1)]] = 0.

W efekcie Alice wygrywa, i to wygrywa niezaleznie od dziatan Boba. Zatem
mozliwosé wykorzystania wigkszej liczby bramek kwantowych — zwlaszcza
takich, ktore nie maja odpowiednikéw klasycznych — daje przewage jednemu
z graczy. Na koncu tego rozdzialu umieszczon jest krétka historyjka obraz-
kowa, ktora wyjasnai jak Alice wygrata ze Bobem.
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14 Twierdzenie o zakazie klonowania

Mozliwos¢ kopiowania informacji zakodowanej w postaci ciggdéw bitow
wydaje sie by¢ oczywista. Gdy uzywamy komputeréw w zyciu codziennym,
ciggle kopiujemy strony www z serwerOw na nasze urzadzenia, kopiujemy
programy z dysku komputera do pamieci operacyjnej lub po prostu kopiu-
jemy zdjecia dla znajomych i rodziny.

Informacja zapisana w postaci kubitéw jest inna. Nie mozna jej skopio-
wacé. Wladciwosé te opisuje twierdzenie o zakazie klonowania, ktére mozna
przedstawi¢ dla kubitéw w sposob opisany ponizej.

Wyobrazmy sobie, ze dana jest pewna bramka kwantowa U, dzialaja-
ca na dwéch ukladach kwantowych, ktéra dla dowolnego stanu |¢)) dziala
nastepujaco:

1) @ [¥) = Ue()) ® |0).

Oznacza to, ze kopiuje ona nieznany stan |¢) z uktadu pierwszego na uklad
drugi. Wezmy zatem dwa dowolne stany |¢)1) oraz [i)2) 1 zapiszmy dla nich
powyzsze roéwnanie:

Y1) @ [1) = Uc(lin) @0)),
[2) ® |1h2) Uc(|p2) @ 0)).

Policzmy teraz iloczyn skalarnym pomiedzy wektorami w gérnym i dolnym
rownaniu:

(1] ® (@il)([2) @ [¥2)) = (1] ® (0 U Ue(|v2) @ [0)).

Poniewaz Ul jest macierza unitarna, mozemy usunaé z réwnania Ue U = I,
a nastepnie pogrupowaé sktadniki:

(P1]h2) @ (Y1]ih2) = (1|1p2) @ (0]0) .

Oczywiscie (0|0) = 1, a iloczyn Kroneckera liczb jest réwny iloczynowi tych
liczb — zatem otrzymujemy:

(W1]1h2)? = (1 faha) -

To réwnanie ma dwa rozwiazania — dla (11 ]12) = 0, czyli wektoréw ortonor-
malnych, oraz (¢1|¢2) = 1, czyli dla wektoréw |¢1) = |¢2). Wynika z tego,
ze mozemy klonowa¢é stany tylko z ortonormalnego zbioru stanéw. Poniewaz
zbiér wszystkich stanéw nie jest ortonormalny, zatem nie istnieje bramka
unitarna, ktéra pozwalataby na klonowanie dowolnych stanéw.

Twierdzenie to bedzie nam potrzebne do zrozumienia podstaw dzialania
kwantowego protokotu dystrybucji klucza kwantowego — podstawy kwanto-
wej kryptografii — oraz zamkéw kwantowych.
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15 Zamki kwantowe

Jak wida¢, klonowanie dowolnych stanéw kwantowych jest niemozliwe.
Mozna wiec wyobrazi¢ sobie proste zastosowanie tego faktu do tworzenia
niepodrabialnych kluczy do zamkdw.

Wyobrazmy sobie klucz, ktéry sktada sie z n kubitow, oraz zamek, ktéry
zawiera urzadzenie elektroniczne, a takze kwantowe urzadzenie pomiarowe,
ktore umie zmierzy¢ stan klucza. Zamek moze zosta¢ otwarty przez odpo-
wiedni klucz i nie powinien by¢ otwierany przez inny klucz.

Zal6zmy teraz, ze dany jest ciag kubitéw [¢1) , [t2) , ..., |¢n) , ktére sta-
nowig klucz. Chcemy, aby kazdy kubit byl w jednym z nastepujacych standw:

_ L 1
V2 V2

Aby zbudowaé¢ mechanizm zamka, potrzebujemy dwéch pomiaréw:

1005 1) [+) (10) + 1)) Tub | =) = —=(]0) = [1)).

e pierwszego P = {Pgo = |0X0],P1 = [1)(1]}

e idrugiego Q = {Q4 = [+){+], Q- = [-)X—|}.

Wyniki pierwszego pomiaru bedziemy oznaczaé¢ jako 0 i 1, a wyniki drugiego
pomiaru bedziemy oznaczaé¢ jako + i —. Od razu widaé, ze pomiar P jest
dopasowany do stanéw |0) i |1) i potrafi je doskonale rozrézniaé, co znaczy,
ze dla stanu |0) zwréci zawsze wynik 0, a dla stanu |1) zawsze zwrdci wynik
1. Natomiast dla stanéw |4) i |—) zwrdci wyniki 0 lub 1 z prawdopodobien-
stwem % Podobnie bedzie w przypadku pomiaru Q: jest on dopasowany
do stanéw |+) i |—), ktére rozréznia doskonale, ale dla stanéw |0) i |1) zwra-
ca wyniki + i — z prawdopodobienstwem %

Zatem jezeli mechanizm zamka zna stany kubitéw klucza, to moze doko-
nywaé odpowiednich dopasowanych pomiaréw na ich stanach. Jezeli przy-
najmniej jeden pomiar zwréci wynik, ktéry nie jest oczekiwany, to znaczy,
ze klucz nie pasuje do zamka.

Co sie wiec stanie, jezeli kto$, kto zdobytby klucz, zechce go podrobi¢?
Zakladamy, ze osoba, ktéra podrabia klucz, nie wie nic na temat tego, jakie
pomiary sa przeprowadzane w zamku, i oczywiscie nie wie nic o stanach
klucza. Zatem jedyne, co moze zrobi¢, to wybraé losowo pomiary i zmierzy¢
stany kubitéw klucza. Wtedy z prawdopodobienstwem % wybierze pomiar,
ktory jest dopasowany do stanu kubitu zamka. Jezeli zostanie wybrany nie-
wlasciwy pomiar, to zamek wykryje btad z prawdopodobienstwem % Za-
tem kubit podrobionego klucza zostanie poprawnie rozpoznany przez zamek
z prawdopodobiefnistwem % (zobacz Rysunek. Jezeli klucz bedzie sie skia-
dat z n kubitéw, 7tlo prawdopodobienstwo otwarcia zamka podrobionym klu-

3

czem wynosi (Z — czyli maleje wraz ze wzrostem liczby kubitéw i dla duzej

liczby kubitow jest bardzo male.
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Rysunek 16: Schemat obliczania prawdopodobienstwa prawidtowego zmie-
rzenia stanu kubitu podrobionego klucza. Kolorem szarym oznaczono po-
miary, ktére wykonuje zamek i ktoére zwroca oczekiwany wynik.

Jak widaé, nie jest tatwo podrobié¢ klucze kwantowe. Czy jednak istnieje
mozliwo$¢ ich wykradzenia? Tego dowiemy sie pod koniec niniejszego roz-
dziatu.

16 Kwantowa dystrybucja klucza

Wyobrazmy sobie, ze istnieja dwie osoby oddalone od siebie fizycznie,
ktore chca przesta¢ pomiedzy soba pewng informacje w postaci ciggu bi-
tow. Informacja ta jest tajna i nie powinna zostaé¢ przechwycona przez oso-
by trzecie. Powiedzmy, ze podmiotem nadajgcym informacje jest Biblioteka
Orbitalna Aleksandria (zwana dalej Aleksandria), odbierajacym — Centrum
Komunikacji Kwantowej (zwane dalej Centrum), a osoba prébujaca prze-
chwycié¢ informacje — Alice.

Klasyczne rozwigzanie tego problemu polega na wykorzystaniu ktéregos
z algorytméw szyfrujacych oraz klasycznego kanatu informacyjnego. Wada
tego rozwiagzania jest to, ze nie mamy pewnosci, czy algorytmy szyfruja-
ce na pewno sa bezpieczne. Nasza wiara w ich bezpieczenstwo wynika tyl-
ko i wylacznie z przekonania, ze nie wiadomo, w jaki sposéb szybko i efek-
tywnie wykonywaé pewne algorytmy, takie jak np. algorytm znajdowania
dzielnikéw liczb.

16.1 Szyfr Vernama

Istnieje szyfr pozwalajacy przesyla¢ informacje catkowicie bezpiecznie.
Jest to szyfr VernamaEl Jego idea jest bardzo prosta. Aleksandria i Centrum
wspotdziela pewien tylko sobie znany ciag losowych bitéw, czyli klucz. Za-
ktadamy, ze Aleksandria chce przestaé tajng wiadomo$é w postaci binarnej

130d nazwiska amerykanskiego inzyniera Gilberta Vernama (1890 — 1960).
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do Centrum. Azeby ukry¢ te wiadomos$é przed Alice, dla kazdego bitu wiado-
mosci wykonuje operacje XOR z odpowiednim bitem klucza. W ten sposob
uzyskuje szyfrogram, ktéry wysyla do Centrum. Po otrzymaniu zaszyfro-
wanej wiadomosci Centrum odwraca dziatanie Aleksandrii — tzn. wykonuje
operacje XOR na kazdym bicie szyfrogramu z odpowiednim bitem klucza,
i w ten sposob odzyskuje oryginalng wiadomosé nadana przez Aleksandrie.

Operacja XOR dziata na dwoch bitach nastepujaco: jezeli oba bity sa
rozne, to zwraca 1, jezeli sa réwne — to zwraca 0. Mozemy zatem stworzy¢ Ta-
bele [1] wejé¢ 1 wyjéé operacji XOR, w ktorej dwie lewe kolumny odpowiadaja
argumentom operacji (wejsciom), a prawa kolumna odpowiada wartosciom
(wyjsciu).

wep wey Wy

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Tabela 1: Tabela argumentéw i wartosci operacji wy = XOR(weq, wez)

Oznaczmy zatem tajng wiadomos$é Aleksandrii jako ciag bitéw

a1,a,...,0n,
szyfrogram jako

51,52, -58n;
klucz jako

k17k27"’7kn7

a wiadomo$é¢ odczytang przez Centrum jako
b1,b2,. .., by.

Wéwcezas w procesie szyfrowania uzyskujemy szyfrogram ze wzoru s; =
XOR(aj, k;) dla kazdego i = 1,2,...,n. Centrum natomiast deszyfruje wia-
domosé, korzystajac ze wzoru b; = XOR(s;, k;). Latwo mozna sprawdzié,
ze dla kazdego i = 1,2,...,n a; = b;, co oznacza, ze wiadomo$¢ otrzymana
przez Centrum jest ta, ktérg nadata Aleksandria. Przyktad takiego procesu
szyfrowania i deszyfrowania jest pokazany na Rysunku [I7]

Jezeli klucz jest calkowicie losowy, to dla Alice, ktéra nie zna klucza,
szyfrogram takze jest caltkowicie losowy i nie niesie zadnej informacji o tajnej
wiadomosci.
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Klucz Klucz

0010010101 0010010101

Wiadomo$¢ Aleksandrii Szyfrogram Wiadomo$¢ Centrum

1010010110 1000000011 1010010110

Rysunek 17: Przyktad dziatania szyfru Vernama. Symbol ¢ oznacza operacje
XOR.

i

16.2 Protokél BB84

Szyfr Vernama ma pewna wade — wymaga on tego, by nadawca i od-
biorca wiadomoéci korzystali z klucza kryptograficznego, ktéry ma diugosé
samej wiadomosci oraz jest catkowicie losowy. Taki klucz — po pierwsze —
trudno stworzy¢, poniewaz nie jest latwo wylosowaé catkowicie losowy ciag
bitéw; a po drugie — dystrybuowaé¢ pomiedzy nadawce i odbiorce. Rozwia-
zaniem problemu losowania i dystrybucji klucza jest protokoét BBS@ ktory
wykorzystuje kubity i mechanike kwantowa do przygotowania i dystrybucji
klucza kryptograficznego.

Podobnie jak w konstrukcji zamkow i kluczy kwantowych, w protokole
BB84 uzywamy czterech stanéw jednokubitowych
_ 0 1)) lub _ 0 1
—ﬂ(|>+\>)u | )—ﬂ(H 1))
oraz dwéch rodzajéw pomiaréw P = {Pg = |0)0|,P; = |[1X1|} i @ =
[Qy = [0+, Q- =)}

Aleksandria — nadawca — nadaje kubity w stanach wymienionych powy-
zej, natomiast Centrum — odbiorca — wykonuje wymienione powyzej pomia-
ry. Zaleznoé¢ wyniku pomiaru od wystanego stanu kubitu i od tego, jaki
pomiar zostatl na nim dokonany, przedstawia Tabela

Jezeli stan nadawany przez Aleksandrig nie jest dopasowany do pomiaru,
to wynik pomiaru tego stanu jest losowy, co pokazuja ostatnie cztery wiersze
tabeli. Dodatkowo po pomiarze stan poczatkowy zmienia sie na stan odpo-
wiadajacy wynikowi pomiaru. Fakt ten mozna wykorzysta¢ do wykrywania
podstuchu podczas przesytania kubitéw. Pozwala to na stworzenie protokotu
dystrybucji kluczy kwantowych sktadajacego sie z ponizszych krokdw:

Krok 1 Aleksandria wysyta sekwencje kubitéw, z ktorych kazdy jest
w losowo i niezaleznie wybranym stanie: [0), [1), [+) = % lub |-) =

@. Krok 2 Centrum dokonuje — réwniez losowo i niezaleznie — wyboru,

10)5 1)+ [+)

ktéry z dwoch pomiaréw — P lub Q — przeprowadzi na kazdym z kubi-
tow z osobna. Krok 3 Centrum zapisuje swoj wybor i wyniki pomiaréw.

147 aproponowany w roku 1984 przez Charlesa Bennetta i Gilles’a Brassarda.
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stan pomiar wynik pomiaru

|0) P 0
) P 1
+ 2 +
- @ -
|0) Q +lub—zp+:p_:%
i Q +lub—zp=p =3
+) P Olublzpy=p1 =3
=) P Olublzpy=p1=3

Tabela 2: Zalezno$¢ wyniku pomiaru od stanu i wybranego rodzaju pomiaru.

Krok 4 Centrum wysyta do Aleksandrii w sposob jawny swdj wybor po-
miaréw. Krok 5 Aleksandria przekazuje Centrum informacje, ktére pomiary
byly dopasowane do stanéw nadanych kubitéw. Krok 6 Aleksandria i Cen-
trum dziela kubity na dwie czeéci: jedna zawiera te, ktére zostaly zmierzone
za pomoca dopasowanego pomiaru, a druga — te, ktére nie zostaly zmierzone
W ten sposob.

Mozemy zauwazy¢, ze Srednio w polowie przypadkéw zostal uzyty nie-
dopasowany pomiar. Przypadki te musza zosta¢ odrzucone, gdyz wynik nie-
dopasowanego pomiaru jest calkowicie losowy.

Jezeli nie zaistnialy przeklamania i nikt nie ingerowal w proces trans-
misji, to ok. 50% kubitéw zmierzonych przez Centrum ma ten sam stan,
ktéry zostal nadany w Kroku 1 przez Aleksandrie. Te wlasnie kubity mozna
wykorzystaé¢ do stworzenia klucza kryptograficznego.

Krok 7 Aleksandria i Centrum wybierajg pewien wspélny podzbiér ku-
bitéw sposrod tych, ktore zostaly zmierzone przy uzyciu dopasowanego po-
miaru, i w sposob jawny je poréwnuja. Kubity te oczywidcie bedzie trzeba
odrzuci¢, jako ze zostaly ujawnione.

Jezeli nie doszto do podstuchania transmisji kubitéw, to poréwnanie po-
winno da¢ catkowicie zgodne wyniki. Wéwczas Aleksandria i Centrum przy-
pisuja stanom |0), |—) bit 0, a stanom |1}, |[+) bit 1. Zatem teraz Aleksandria
i Centrum maja wspélny losowy klucz kryptograficzny, ktérego moga uzy¢
do przekazania sobie zaszyfrowanej szyfrem Vernama wiadomosci.

Jezeli podczas wykonywania protokotu Aleksandria i Centrum wykrytly
jakiekolwiek niezgodnoéci, oznacza to, ze kubity zostaly juz poddane po-
miarowi przez osobe trzecia i nie nalezy ich uzywaé¢ do tworzenia klucza.
W takim przypadku musza zaniechaé przesylania tajnej informacji.

Zastanéwmy sie, jakie préby ataku moze podjaé Alice. Nie moze sko-
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piowaé stanu kubitu i zmierzy¢ jego kopii, gdyz tego zabrania twierdze-
nie o zakazie klonowania. Moze natomiast wpia¢ si¢ do kwantowego kanalu
transmisji i przechwytywaé wszystkie kubity nadestane przez Aleksandrie,
dokonywaé na nich pomiaru i nastepnie odsyta¢ do Centrum. Taka technika
podstuchu jest bardzo latwa do zdemaskowania, poniewaz skoro Alice nie
wie, jakie kubity zostaly nadane, nie wie tez, jaki pomiar powinna wybraé.
Jesli wiec Alice wybierze niewlasciwy pomiar, doprowadzi do zmiany sta-
néw kubitéw, co — po wymianie klucza — Aleksandria i Centrum z tatwoscia
wykryja. Alice moze réwniez przechwytywaé tylko niektére kubity i je mie-
rzy¢, ale wtedy nie uzyska calego klucza kryptograficznego, a jej dzialanie
tez moze zosta¢ wykryte.

Tabela (3| pokazuje, jak moze przebiega¢ krotki proces ustalania klucza
przez Aleksandri¢ i Centrum, gdy Alice nie podstuchuje. Natomiast w Tabe-
li [ pokazano, co si¢ dzieje, gdy Alice podstuchuje komunikacje kwantowa.

éi |72> I;> I;> I7;r> \Ql> \;) \QJr) \7;> \Q—) [0) 10) IQ_> |7;> I;) I§> IQ1> I7;r> I;) \g) \;)
gii I[;D |11> |11> 1) 1=) 10) \1+> |0) \(;) [+ 1= |0*> 1) |11> [=) 1=) 10) |11> \00> \(?)
Tabela 3: Przyktad realizacji protokotu BB84 bez podstuchu. Oznaczenia
wierszy: A; — stany wystane przez Aleksandrie, C; — pomiary wybrane
przez Centrum, Cy — stany po pomiarze Centrum, bit — bit klucza. Kolumny
oznaczone na szaro wyrozniaja przypadki, dla ktérych stan kubitu nadane-
go przez Aleksandrie pokrywa sie z kubitem zmierzonym przez Centrum.
We wszystkich przypadkach, w ktérych Aleksandria nadata kubit w stanie
dopasowanym do pomiaru Centrum, Centrum zmierzyto odpowiedni stan —
zatem Aleksandria i Centrum nie maja powodu podejrzewaé, ze kto§ pod-
stuchiwal ustalanie klucza.

Ay [0) 11) (1) [+) (1) [+) [+) [=) |=) [0y [0) |=) [=) (1) [0) [1) [+) [1) [0) O)
B, | P P @ P @ P o P o @ o' P P @ o P P P P

©

Ez | [0) (1) [+) (1) =) 10) [+) [0) [=) [+) (=) =) (1) (1) [=) [=) [0) [1) [0) [0)
Cq Q P P P P P Q Q Q Q2 9 9 9 P Q P P P Q Q
Co [ [4) (1) [1) (1) J0) [0) [+) [+) [=) [4+) [=) =) |+) (1) [=) [0) [0) [1) |+) [+)

Tabela 4: Przyklad realizacji protokotu BB84 z podstuchem. Oznaczenia
wierszy: A; — stany wystane przez Aleksandrie, £1 — pomiary wybrane
przez Alice, Fs — stany po pomiarze Alice, C; — pomiary wybrane przez Cen-
trum, Cy — stany po pomiarze Centrum. Kolumny oznaczone na szaro wy-
rozniajg przypadki, dla ktorych stan kubitu nadanego przez Aleksandrie
nie pokrywa sie z kubitem zmierzonym przez Centrum. Te przypadki wska-
zuja Aleksandrii i Centrum, ze moglo doj$é¢ do podstuchu.

Bezpieczenstwo protokotu BB84 zalezy od naszej ufnosci w skutecznosé
mechaniki kwantowej — najlepiej potwierdzonej wspolczesnej teorii fizycznej
— w przeciwienstwie do klasycznych protokotéw kryptografii asymetrycznej,
w przypadku ktorej musimy zaktadaé, ze nikt nie zna skutecznych metod
faktoryzacji liczb lub liczenia logarytmu dyskretnego.
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17 Teleportacja kwantowa

Rozwazmy trzy osobyE — Bretta, Alice i Roberta. Kazde z nich ma do
dyspozycji jeden kubit. Wyobrazmy sobie, ze kubit Bretta jest w nieznanym
stanie, a Alice chce przesta¢ stan kubitu Bretta do Roberta. Alice moze
zblizy¢ swdj kubit do kubitu Bretta, jednak nie ma mozliwosci przestania
do Roberta informacji kwantowej — tzn. stanéw kwantowych. Moze do niego
natomiast przestaé¢ informacje klasyczna. Jesli ma do dyspozycji tylko jedna
kopie stanu, jest to oczywiscie niemozliwe. Natomiast jezeli Alice i Robert
wspdldziela splatany stan Bella, to staje sie mozliwe przestanie informacji
klasycznej. Taki proces przesytania stanu kwantowego z wykorzystaniem sta-
nu splatanego nazywamy protokotem teleportacji kwantowej. Schematyczna
ilustracja tego protokotu jest przedstawiona na Rysunku Pierwszy kubit
to kubit Bretta, drugi nalezy do Alice, natomiast trzeci kubit ma Robert.
Pierwszy kubit jest w stanie, ktéry Alice chce przesta¢ Robertowi, natomiast
drugi i trzeci kubit sa w stanie Bella |¢T) = %(\00) + [11)).

| w) Brett

Eve

Robert X }7 7 }7 |w>
>

Czas

Rysunek 18: Obwdd teleportacji kwantowej. Linie poziome oznaczaja kubity.
Pionowa linia zygzakowata oznacza stan splatany. Linie podwdjne oznaczaja
klasyczne bity. Pozioma linia przerywana oddziela uktady Bretta i Alice
od uktadu Roberta.

Poniewaz nie wiemy nic o stanie kubitu Bretta, zapiszmy go w ogblnej
postaci

[¥) = al0) +5[1).

157wykle w protokole teleportacji myslimy o dwéch osobach — jednej z dwoma kubitami,
ktéra chce przestaé informacje, i drugiej z jednym kubitem, ktéra jest odbiorca.
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Woéwezas stan poczatkowy uktadu jest nastepujacy:

[emo) = [4) © [#7) =

1
=) ® 7 (10) @10) + 1) ® [1)) =
1
= (a]0) + B[1)) ® 7 (10)®@]0) + 1) ® [1)) =
— L (]000) + a [011) + B[100) + B[111)).

V2

Alice naktada teraz bramke CNOT% na kubity swdj i Brett a stan ukta-
du zmienia si¢ na :

1
[¢1=1) = (CNOT] @ I)\ﬁ

- \}5 (@ |000) + [011) + F[110) + 3 101))

Nastepnie Alice naktada bramke Hadamarda na kubit Bretta, i w ten sposob
zmienia stan na:

(@|000) + o [011) + 3]100) + B|111)) =

=) = (HRI® I)\% (a|000) 4+ [011) + 3[110) + 3101)) =

! 0) + [1)) @ (]00) + [11))+

1
= ﬂ(aﬁﬂ
1
+B75(10) = 1) @ (110) + jo1) ) =

- %(a 1000) 4 a [100) + o |011) +  [111) +
+ 31010) + 3001) — B110) — 3[101)).

Nastepnie Alice mierzy pierwsze dwa kubity przy uzyciu pomiaru czescio-
wego P skladajacego si¢ z macierzy

P = {Pogr = |00 ® |0)}0] ® T, Po1z = [0)0] @ [1)(1| @ T,
Pior = [1X1] @ [0)X0] @ I, P37 = [1)(1] @ [1)}1] @ T}

i otrzymuje — w zaleznosci od wyniku pomiaru — z jednakowym prawdopo-
dobienistwem stany:

e dla wyniku 007:

1 1
% (a'|000) 4 3]001)) = 7 (100) @ [1h))

16 Jest to mozliwe, jesli zaktadamy, ze Alice moze zblizyé swéj kubit do kubitu Bretta
i naktadaé¢ bramki jedno- i dwukubitowe na oba kubity.
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e dla wyniku 017:

2 (alo11) + 8 jo10)) = =

7 (01 @ Z ).

S

2

e dla wyniku 107:

1 1
ﬁ(aHOO) — #[101)) =

e dla wyniku 117:

(110) ® X [¢)),

S

2

1

1
g (a1n) — 310 =

V2

Zauwazmy, ze w zaleznosci od wyniku pomiaru Alice stan kubitu Ro-
berta jest w tym momencie jednym z czterech stanéw: |¢), Z|¢), X |¢)
lub XZ |¢). Widaé zatem, ze jezeli Robert wie, jaki wynik uzyskuje Alice,
moze — przy uzyciu kombinacji bramek X i Z — zmienié¢ swéj stan tak, by od-
zyskaé oryginalny stan Bretta. W przypadku wyniku pomiaru 00 nie musi
robi¢ nic; w przypadku 01 naklada na swdj kubit bramke odwrotng do X,
czyli XT; w przypadku 10 naklada bramke Z', a w przypadku wyniku po-
miaru 11 — bramki ZTXT.

Zatem jesli wykorzysta sie splatanie kwantowe oraz informacje klasycz-
na, mozna przenies¢ stan kubitu Bretta na kubit Roberta, co moze pozwolié¢
np. na kradziez kluczy do zamkow kwantowych, ktore opisywaliSmy wcze-
$niej. Na koncu tego rozdzialu wyjasnione jest jak doszto do kradziezy klucza
w komiksie.

(I11) ® XZ ).
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